Numerické riesenie Poissonovej rovnice

Sustava s tridiagonalnou maticou

Pocitajme rovnicu v tvare

4% _
dz?

s okrajovymi podmienkami
o(—1) =0, o(1)=0.

na intervale r €< —1,1 >. Jednd sa o jednorozmerni, stacionarnu verziu Poissonovej rovnice

V2¢p = —f(z). Analytické rieSenie rovnice m4 tvar:
d(z) =1—2°
Vyskusame riesif metédu numericky aproximovanim druhej derivacie:
d’¢ ¢z +h) —26(z) + ¢(x — )
T —_9= O(h).
dz? n? +om)

Nekonecne kratky krok dx z derivacie sme nahradili konecne kratkym krokom h. Metéda
aproximacie derivacie je prvého radu.
Z rovnice vyjadrime hodnotu

#(z) = 0,5¢(x + h) +0,5¢(x — h) + h*.

()

Polozme teraz na ukazku hodnotu h := 0,5 (v praxi by sme pouzili mensie ¢asové kroky, ktoré by
nam aproximovali spojitost). Hodnotu ¢(—1) = 0 pozname z okrajovej podmienky. Ked'Ze mame
¢asovy krok s velkostou h, tak d’alsiu hodnotu ¢ budeme aproximovat v bode z = —1 4+ h = —0, 5,

dalej v bode z = —0,5+h = 0, a napokon vz =0+ h = 0, 5:

¢(_07 5) = 07 5¢(0) + 07 5¢(_1) + h27
¢(0) = Oa 5¢(O7 5) + 07 5¢(_07 5) + h27
#(0,5) = 0,5¢(1) +0,54(0,5) + h*.

Okrajovii hodnotu ¢(1) = 0 opiif pozndme. Oznaéme teraz ¢ := ¢(—0,5), ¢ := ¢(0),
¢3 = ¢(0,5). Dostavame

¢l - Oa5¢2 = h27
707 5¢1 + ¢2 - Oa 5¢3 = h27
—0,5¢2 + ¢3 = h>.
Kedze h? = 0,52 = 0, 25, dostavame
1 05 0 0,25
—0,5 1 —0,5 0,25
0 -05 1 0,25



Vidime, ze tiloha viedla na rieSenie sistavy s tridiagondlnou maticou. V pripade kroku h = 0,5 sme
interval < —1,1 > rozdelili na 4 intervaly < —1; —-0,5 >, < —0,5;0 >, < 0;0,5 >, < 0,5;1 >. Pre

n + 1 intervalov by sme riesili sistavu s maticou s velkostou n x n:

1 —05 0

-0,5 1 —-0,5 0
0 0 -0,5
0 0 0

Takto by vyzeralo riesenie v Matlabe pre maticu s velkostou 3x3:

clear all;
close all;

x0 = —1;

Xn = 1;

n = 3;

h = (xn—=x0)/(n+1);

a = [0,-0.5,—-0.5];

b = [1,1,1];

¢ =1]-0.5,-0.5,0];

d = [hxh;hxh;hxh];

for k =2:n
mult = a(k)/b(k—1);
b(k) = b(k)—c(k—1)*mult;
d(k) = d(k)—d(k—1)*mult;

end

phi(n) = d(n)/b(n);
for k=n—1:—1:1

phi(k)= (—c(k)*phi(k+1)+d(k))/b(k);

end

X = —1:h:1;
phi = [0,phi,0];

plot (x,phi, ’0")

hold on;

X = —1:0.0001:1;

plot (x,1—x.%xx)

legend ( 'Numerical ’, > Analytical 7)
xlabel(’x7)

ylabel (’\phi(x)’)
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A takto pre maticu so vieobecnym n (v kéde je pouzity priklad n = 100):

clear all;
close all;

x0 = —1;

Xn = 1;

n = 100;

h = (xn-—=x0)/(n+1);

a = —0.5%xones(n,1);

a(1l) = NaN;

c = —0.5%ones(n,1);

c(n) = NaN;

b = ones(n,1);

d = ones(n,1)xhxh

phi = NaN(1,n);

for k =2:n
mult = a(k)/b(k—1);
b(k) = b(k)—c(k—1)+*mult;
d(k) = d(k)—d(k—1)*mult;

end

phi(n) = d(n)/b(n);
for k=n—1:—1:1

phi(k)= (—c(k)*phi(k+1)+d(k))/b(k);
end



—1:h:1;

X
phi

plot (x,phi, 'o’
hold on;
plot (x,1—x.%x)

[0,phi,0

I;
)

legend ( 'Numerical >, > Analytical 7)

xlabel (’'x7)

ylabel (’\phi(x)’)
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